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У процесі проектування конструкцій із неоднорідних матеріалів виникає 
необхідність побудови дискретних моделей, які враховують особливості гео-
метричної форми підобластей з різних матеріалів. Першим етапом моделю-
вання таких конструкцій є розробка геометричної моделі. Для опису форм не-
однорідних конструкцій запропоновано функціональний підхід, який ґрунтуєть-
ся на використанні систем неявних функцій та R-функцій. Перша неявна функ-
ція визначає форму конструкції. Неявні функції починаючи з другої визначають 
форми підобластей, межі яких необхідно врахувати при побудові дискретної 
моделі. Кожна неявна функція у системі більша нуля у внутрішніх точках від-
повідної області або підобласті, рівна нулю на межі та менша нуля у зовнішніх 
точках. У результаті можна описати форми областей та підобластей довіль-
ної складності. 
Розроблено метод тріангуляції конструкцій із неоднорідних матеріалів, 
форма яких задана функціонально. Розроблений метод дозволяє враховувати 
форму підобластей з різних матеріалів, які використовуються у конструкції. 
Основна ідея методу полягає у послідовній корекції координат вузлів початко-
вої тріангуляції області. Початкова тріангуляція може бути довільною, але 
повинна повністю включати до себе конструкцію. На кожному кроці на межу 
конструкції або підобласті з певного матеріалу переміщується вузол, найбли-
жчий до відповідної границі. Після переміщення кожного вузла координати су-
сідніх вузлів обчислюються шляхом мінімізації функціоналу експонент площин 
інцидентних елементів. Водночас для елементів, інцидентних у вузлах, коорди-
нати яких було змінено, перевіряється виконання умови Делоне і за необхіднос-
ті виконується операція зміни діагоналі «flip». Після видалення зовнішніх вузлів 
буде отримано дискретну модель, у якій межі конструкції та підобластей з рі-
зних матеріалів апроксимовано вузлами та ребрами елементів 
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1. Введение
Для создания новой техники с рациональными характеристиками часто ис-
пользуют конструкции, состоящие из неоднородных областей (например, мно-
гослойные конструкции, композиционные материалы и т. д.). Процесс проекти-
рования таких конструкций связан с необходимостью численного анализа их 
поведения. В результате возникает необходимость построения соответствую-









Учет различия характеристик областей в дискретных моделях возможен 
при помощи макро- или микроподхода. При макроподходе дискретная модель 
должна адекватно представлять геометрию конструкции, а для учета неодно-
родностей используют различные модели усреднения (гомогенизации) характе-
ристик областей, что, как правило, приводит к уменьшению точности. Микро-
подход основан на явном моделировании неоднородностей областей элемента-
ми дискретной модели, что позволяет повысить точность моделирования, но 
усложняет процесс дискретизации. 
Первым шагом построения дискретной модели объекта является описание 
его формы. Функциональное представление – одно из наиболее универсальных 
для представления форм объектов. Это представление позволяет описывать 
форму объекта произвольной сложности с использованием неявных функций. 
Неявную функцию, представляющую форму конструкции, можно полу-
чить в конструктивно с использованием теории R-функций [1, 2]. Такая функ-
ция для произвольной точки пространства позволяет проверить принадлеж-
ность конструкции. 
Объекты, обладающие постоянной толщиной, можно рассматривать как 
двумерные. Для построения дискретных моделей форм двумерных объектов 
наиболее часто используют треугольные элементы. Их выбор обусловлен нали-
чием простых эффективных процедур, которые позволяют строить сетки высо-
кого качества. В то же время, существующие методы [3–8] не позволяют триан-
гулировать неоднородные области, представленные функционально. В результа-
те актуальной является разработка методов триангуляции с учетом геометриче-
ских особенностей и границ областей, и границ разнородных подобластей. 
 
2. Анализ литературных данных и постановка проблемы 
Триангуляция Делоне является одной из наиболее распространенных про-
цедур построения дискретных моделей. Такая триангуляция гарантирует, что в 
описанную окружность произвольного треугольника не попадают узлы, не при-
надлежащие ему. Одним из ее свойств является возможность получения моде-
лей без «плохих» треугольников (со слишком острыми углами). Разработаны 
эффективные методы построения триангуляции Делоне с ограничениями для 
областей, заданных полигонами [3]. Активно разрабатываются параллельные 
методы триангуляции Делоне с ограничениями областей, заданных планарными 
графами [4–6]. Для параллельной триангуляции Делоне с ограничениями ис-
пользуют операцию «отрезания уха» многоугольника (англ. ear clipping) [4]. Для 
повышения скорости триангуляции разработаны схемы одновременной вставки 
узлов и ребер в начальную триангуляцию [5]. Разработаны алгоритмы исполь-
зования графического процессора для более быстрого выполнения типовых 
операций [6]. Однако представления областей сложной формы в виде полигонов 
или планарных графов не всегда удобно. В то же время, переход от функцио-
нального представления к граничному в виде планарного графа является само-
стоятельной задачей. 
Существующие методы построения дискретных моделей областей, задан-









но аппроксимируют границы. Для триангуляции произвольной области, задан-
ной функционально, можно использовать фоновою сетку. Из фоновой сетки 
удаляются все внешние узлы и элементы, а затем заполняется приграничный 
слой пространства [7]. Для параллельной триангуляции фоновую сетку можно 
разбить на попарно непересекающиеся части [8]. В методах, основанных на фо-
новой сетке, положения внутренних узлов определяются координатами узлов 
фоновой сетки. В результате при моделировании неоднородных областей гео-
метрические особенности подобластей могут быть не аппроксимированы внут-
ренними узлами и ребрами. 
В работе [9] разработан метод триангуляции поверхностей, заданных неяв-
ными функциями. Авторами предложено использовать минимизацию погреш-
ности представления поверхности для поиска геометрических особенностей. 
Однако используемое в этой работе сглаживание Лапласа, взвешенное по пло-
щадям соседних элементов, не всегда позволяет устранить треугольники с ост-
рыми углами. 
В работах [10, 11] предложено использовать иерархические структуры 
(quadtree) для разбиения двумерных областей, заданных при помощи гранично-
го представления (brep), на четырехугольники с учетом геометрических особен-
ностей подобластей. В данном методе фоновые ячейки, пересекающиеся подоб-
ластями, рекурсивно разбиваются на части. Далее выполняется коррекция коор-
динат узлов таким образом, чтобы не было близко расположенных к ним участ-
ков границ. На заключительном шаге находятся точки пересечения ребер и гра-
ниц, а также восстанавливается топологическая корректность сетки. Метод 
обобщен на трехмерный случай [12] для построения сеток шестигранников. Его 
основным недостатком является получение большого числа узлов и элементов 
около границ (следствие применения иерархических структур), а также воз-
можность получения тупых углов в элементах (более 160°). 
В работе [13] разработан метод построения дискретных моделей с учетом 
направления ортотропии композитов при помощи микро-томографии. Недо-
статком этого метода является невозможность применения для неоднородных 
областей, включающих разнородные подобласти. 
Таким образом, анализ публикаций позволяет сделать вывод, что не выяв-
лены эффективные методы триангуляции функционально заданных областей с 
учетом неоднородности материалов. 
 
3. Цель и задачи исследования 
Целью исследования является разработка метода триангуляции функцио-
нально заданных неоднородных областей, в результате применения которого 
границы внутренних подобластей будут аппроксимированы ребрами внутрен-
них элементов. Это позволит повысить точность моделирования поведения не-
однородных областей за счет учета формы подобластей, представляющих раз-
ные материалы.  
Для достижения цели были поставлены следующие задачи: 










– разработать алгоритм адаптации начальной триангуляции к границам по-
добластей, представляющих разные материалы; 
– выполнить апробацию разработанных алгоритмов. 
 
4. Функциональный подход к представлению формы неоднородных 
конструкций 
В общем случае можно считать, что произвольная двумерная область Ω за-
дана функционально, если определена функция F, которая больше нуля только 
во внутренних точках Ω. При этом функция F равна нулю на границе Ω и мень-
ше нуля во внешних точках Ω. В результате можно говорить, что определено 
множество 
 
    2, F , 0 .= x y | x y  R  (1) 
 
Области простой формы можно описать при помощи элементарных функ-
ций. Для сложных областей можно строить композиции неявных функций при 
помощи операций дизъюнкции, конъюнкции и отрицания. Такие операции 
предложены в теории R-функций [1, 2] в виде систем, одной из наиболее рас-
пространенных среди которых является: 
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где f1 и f2 – значения неявных функций. Например, прямоугольная область мо-
жет быть представлена как конъюнкция двух полос: 
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  – полоса ширины a, ортогональная оси координат; (x0, 
y0) – координаты нижнего левого угла прямоугольника; w – ширина прямо-
угольника; h – высота прямоугольника. 
Для представления геометрической структуры неоднородной области, ко-
торая включает разнородные подобласти, можно использовать систему мно-
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где n – количество подобластей; w0 – неявная функция, которая представляет 
исходную область ω0; w1, …, wn – неявные функции, представляющие подобла-
сти ω0, …, ωn, причем ω0∩ωi≠∅, если 1≤i≤n, и ωi∩ωj=∅, если 1≤i≤n, 1≤j≤n и i≠j. 
То есть, первая функция описывает область, а остальные подобласти. 
В дальнейшем изложении будем считать, что множество задано, если опре-
делена соответствующая неявная функция. Соответственно, неоднородная об-
ласть с подобластями будет определяться системой функций. Например, система 
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описывает прямоугольную область ширины w, высоты h с центром в точке 
(x0, y0), в которой есть подобласть (рис. 1), расположенная выше диагонали с 




Рис. 1. Функционально заданная прямоугольная область с подобластью: x0=0, 
y0=0, w=4, h=3 
 
Таким образом, при помощи системы неявных функций можно описать 
форму произвольной неоднородной конструкции и ее подобластей. 
 
5. Алгоритм построения начальной триангуляции области 
Пусть некоторая двумерная неоднородная область задана в виде (2). Триан-
гуляция неоднородной области с учетом подобластей может быть выполнена с 









например, может быть структурированной, но она должна полностью включать 
область. 
Основная идея алгоритма заключается в итерационном перемещении уз-
лов, ближайших к границам области и подобластей, с проверкой выполнения 
условия Делоне и оптимизацией координат соседних узлов. Алгоритм метода 
следующий. 
1. Для фоновой сетки сформировать множество ребер, которые пересека-
ются границей области ω0 (есть корни функции w0): E={ek=((xk,1; yk,1), 
(xk,2; yk,2))| w0(xk,1, yk,1)≠0 и w0(xk,2, yk,2)≠0 и sign(w0(xk,1, yk,1))≠sign(w0(xk,2, yk,2))}. 
2. Пока E≠∅: 
2. 1. найти ребро ej=((xj,1; yj,1), (xj,2; yj,2))∈E, для которого расстояние от од-
ной из его вершин до точки пересечения этого ребра границей ω0 является ми-
нимальным; 
2. 2. в точку пересечения ребра ej и границы ω0 переместить ближайший узел; 
2. 3. для каждого узла ve, который является смежным с любым из узлов в 
вершинах ребра ej и при этом w0(ve)≠0, координаты вычислить как результат ми-
нимизации функционала: 
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где    – нормализованные векторы, которые определены на 
сторонах треугольников, инцидентных узлу ve, τ – параметр, который для учета 
размеров модели можно считать равным 

 (α – средняя площадь треугольника); 
2. 4. для треугольников, которые инцидентные узлам, обработанным на ша-
ге 2. 3, проверить удовлетворение условия Делоне и при необходимости выпол-
нить процедуру смены диагонали «flip»; 
2. 5. обновить множество ребер дискретной модели E. 
3. Удалить внешние относительно ω0 узлы и элементы. 
4. Для каждого граничного узла vb (w0(vb)=0) выполнить сглаживание при 
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где κ – параметр метода; δA – множество граничных узлов, смежных с vb; 
projection(p, w0(x, y)) – проекция некоторой точки p на границу области, задан-
ной функцией w0. 
5. Конец работы алгоритма. 
При поиске ближайшей к границе вершины ребра на шаге 2. 1 для повы-










На шаге 2. 2 для поиска пересечения границы ω0 ребром можно использо-
вать бинарный поиск (функция w0 в вершинах ребра принимает значения с раз-
ными знаками). 
Для каждого узла на шаге 2. 3 рассматривается множество смежных в нем 
треугольников. Для каждого треугольника определяется сумма экспонент век-
торных произведений векторов, определенных в его вершинах (рис. 2). Для 
каждой i-й вершины значение si=ai×bi (i=1,3) будет положительным, если угол в 
этой вершине от 0° до 90°, и отрицательным, если угол в диапазоне от 90° до 
180°. Как показано в работе [14] минимизация функционала (4) позволяет 
устранить вырожденные элементы и обеспечить равномерное распределение 




Рис. 2. Схема построение векторов на сторонах треугольника 
 
На шаге 2. 4 используется операция смены общего ребра между треуголь-
никами «flip» [9]. Если описанная окружность вокруг одного треугольника 
включает в себя все вершин соседнего, то между ними меняется общее ребро 















На четвертом шаге алгоритма для сглаживания граничных узлов использу-
ется минимизация функционала, который учитывает расстояние до аппрокси-
мируемого ребром участка границы. Для нахождения минимума этого функци-
онала можно, например, использовать метод сопряженных градиентов.  
В результате выполнения алгоритма будет построена начальная дискретная 
модель области. 
 
6. Алгоритм адаптации начальной триангуляции к границам подобластей 
Адаптацию начальной триангуляции к границам подобластей можно раз-
делить на два этапа. На первом этапе необходимо выполнить адаптацию гра-
ничных ребер с проекцией точек пересечения на границу области. На втором 
этапе – адаптировать внутренние ребра. Таким образом, можно использовать 
следующий алгоритм. 
I. Для каждой подобласти ωi (i=1,…, n), заданной неявной функцией wi: 
1. Сформировать множество граничных ребер, которые пересекаются гра-
ницей подобласти ωi (есть корни функции wi): Bi={ek=((xk,1; yk,1), 
(xk,2; yk,2))| w0(xk,1, yk,1)=0 и w0(xk,2, yk,2)=0 и wi(xk,1, yk,1)≠0 и wi(xk,2, yk,2)≠0 и 
sign(wi(xk,1, yk,1))≠sign(wi(xk,2, yk,2))}. 
2. Пока Bi≠∅: 
2. 1. для ребер из множества Bi выполнить шаги 2. 1–2. 5, описанные для 
построения начальной триангуляции. При этом на шаге 2. 2 найти проекцию 
точки пересечения ребра ej и границы ωi на границу области ω0, а затем переме-
стить ближайший узел. 
3. Сформировать множество внутренних ребер, которые пересекаются грани-
цей подобласти ωi: Ei={ek=((xk,1; yk,1), (xk,2; yk,2))| (w0(xk,1, yk,1)≠0 или w0(xk,2, yk,2)≠0) и 
wi(xk,1, yk,1)≠0 и wi(xk,2, yk,2)≠0 и sign(wi(xk,1, yk,1))≠sign(wi(xk,2, yk,2))}. 
4. Пока Ei≠∅: 
4. 1. для ребер из множества Ei выполнить шаги 2. 1–2. 5, описанные для 
построения начальной триангуляции. 
5. Выполнить сглаживание координат узлов на границе подобласти. Для 
каждого граничного узла vb подобласти ωi (wi(vb)=0) выполнить сглаживание 
при помощи минимизации следующего функционала: 
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где κ – параметр метода; δAi – множество смежных с vb граничных узлов подоб-
ласти ωi; projection(p, w(x, y)) – проекция некоторой точки p на границу области, 
заданной функцией w. В данном случае ищется проекция точки на границу пе-
ресечения области ω0 и подобласти ωi 












7. Результаты применения метода триангуляции неоднородных областей 
Для триангуляции прямоугольной неоднородной области, заданной форму-
лой (3), можно использовать структурированную фоновую сетку (рис. 4). 
Например, как фоновую можно использовать сетку, построенную для квадрата 
4×4, в которой 121 узел и 200 элементов (рис. 4, а, цветом показано распределе-
ние значений функции w0 формулы (3)). В начальной триангуляции будет 
95 узлов и 156 элементов (рис. 4, б). Результат адаптации к границе подобласти 
будет иметь вид, представленный на рис. 4, в. 
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Рис. 4. Триангуляция прямоугольной области с подобластью: а – фоновая дискрет-
ная модель; б – начальная дискретная модель; в – итоговая дискретная модель 
 
Например, для определения механических характеристик волокнистых 
композитов возникает необходимость моделирования поведения элементарной 
ячейки. Элементарная гексагональная ячейка неоднородного композита, состо-
ящая из элемента матрицы с круглым волокном (рис. 5), может быть задана сле-
дующей формулой: 
 





, regular , , ,
, ,
w x y = x y R






где R – радиус окружности, описанной вокруг шестиугольника; r – радиус круг-
лой подобласти; функция 
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Если как исходную использовать неструктурированную сетку, в которой 
210 узлов и 333 элемента (рис. 5, а, цветом показано распределение значений 
функции w0), то результат адаптации будет иметь вид, представленный на 
рис. 5, б. 
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Рис. 5. Триангуляция шестиугольной области с круглой подобластью (R=1 и 
r=0,6R): а – начальная дискретная модель; б – итоговая дискретная модель 
 
Фрикционный диск трансмиссии является сложной областью с отверстием 
и десятью круглыми подобластями (рис. 6). Его форму можно задать неявной 
функцией, описывающей точечную симметрию циклического типа: 
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 (6) 
 
где S, R, r, h, c и F – размеры, обозначенные на чертеже (рис. 6, а); n – количе-
ство зубьев; clutch(x, y, S, R, r, h, n) – функция вида 
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  – частичная сумма ряда Фурье [2]; 












Результат триангуляции области, заданной функцией (6), при использова-
нии структурированной сетки, показан на рис. 6, б. 
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Рис. 6. Триангуляция модели: а – чертеж области; б – итоговая дискретная модель 
 
В табл. 1 приведены результаты исследования влияния количества узлов и 
элементов в начальной (структурированной) сетке на значение минимального 
угла в элементе. Можно заметить, что значение минимального угла менее 18° не 
получено. Это обусловлено локальной оптимизацией углов и использованием 
операции смены общего ребра. 
 
Таблица 1 
Влияние количества узлов и элементов в начальной сетке на значение мини-
мального угла в элементе в триангуляции 
Модель 
Количество узлов в начальной сетке 
121 144 169 196 225 256 289 324 361 400 
Количество элементов в начальной сетке 
200 242 288 338 392 450 512 578 648 722 
Минимальный угол в элементе триангуляции, градусы 
Область, заданная 
функцией (3) 
28,8 28,0 28,1 26,4 27,0 25,5 30,6 26,7 27,3 23,4 
Область, заданная 
функцией (5) 
29,5 27,0 18,5 27,9 28,5 27,0 23,3 23,6 28,6 29,4 
 
Таким образом, разработанный метод позволяет строить дискретные модели 
неоднородных областей, заданных функционально. В итоговых дискретных мо-









8. Обсуждение результатов применения метода триангуляции неодно-
родных областей 
В результате применения разработанного метода в полученных дискретных 
моделях границы подобластей в неоднородных областях (в отличие от результа-
тов [7, 8]) явно представляются ребрами элементов. В отличие от работ [10–12], 
в разработанном методе не требуется сгущения дискретных моделей у границ 
подобластей.  
В результате применения метода триангуляции неоднородных областей по-
лучены дискретные модели, в элементах которых есть углы менее 20°. Методов 
триангуляции Делоне с ограничениями [3–6] позволяют получить модели, в 
элементах которых углы не менее 26°. Однако модели границ неоднородной об-
ласти и ее подобластей, полученные при помощи разработанного метода, могут 
быть использованы как исходные данные (в виде планарных графов) для мето-
дов триангуляции, описанных в [4–6]. 
Точность аппроксимации и характеристики итоговой дискретной модели 
зависят от начальной сетки. Очевидно, что размер элемента начальной сетки 
должен быть меньше геометрических особенностей моделируемой области. 
Как недостаток предложенного метода можно указать его итерационный 
характер. В результате затруднительной является его реализация для параллель-
ных компьютерных систем. 
При сглаживании координат узлов на границах области и подобластей 
можно использовать метод, предложенный авторами в работе [15]. 
Разработанный в данной работе метод может быть применен как препро-
цессор конечно-элементного анализа неоднородных областей. Перспективой 
дальнейшего совершенствования является обобщение метода на случаи трех-
мерных тел или оболочечных конструкций. 
 
9. Выводы 
1. Разработан алгоритм начальной триангуляции области, заданной функ-
ционально. Данный алгоритм использует последовательную коррекцию коор-
динат узлов начальной триангуляции. Начальная триангуляция может быть 
произвольной, но должна полностью включать в себя конструкцию. На каждом 
шаге алгоритма на границу конструкции или подобласти перемещается бли-
жайший узел. После перемещения каждого узла координаты соседних узлов 
определяются при помощи минимизации функционала экспонент удвоенных 
площадей с учетом знака. При этом для элементов, инцидентных в узлах с из-
мененными координатами, проверяется выполнение условия Делоне и при 
необходимости выполняется операция смены диагонали «flip». Результатом та-
кого алгоритма является дискретная модель области, в которой треугольники 
удовлетворяют условие Делоне. 
2. Разработан алгоритм адаптации начальной триангуляции к границам по-
добластей, представляющих разные материалы. В основе алгоритма лежит по-
следовательное перемещение узлов на границы подобластей. На первом этапе 
перемещаются граничные узлы начальной триангуляции. При этом ищется точ-









узлы. На обоих этапах локально для соседних с перемещаемым узлов выполня-
ется сглаживание и проверка условия Делоне. В результате подобласти пред-
ставляются элементами дискретной модели, что необходимо для повышения 
точности моделирования неоднородных областей. 
3. Апробация разработанных алгоритмов показала, что в полученных дис-
кретных моделях отсутствуют «плохие» треугольники (с очень острыми угла-
ми). Как фоновые можно использовать равномерные и неравномерные дискрет-
ные модели. 
Разработанный метод триангуляции неоднородных конструкций, заданных 
функционально, позволяет строить дискретные модели, в которых границы по-
добластей представлены ребрами элементов. С прикладной точки зрения такое 
представление позволит повысить точность конечно-элементного анализа неод-
нородных конструкций. Ограничением разработанного метода является требо-
вание того, что в фоновой триангуляции размер ячейки должен быть меньше 
размера наименьшей геометрической особенности конструкции. 
Необходимо отметить, что функциональный подход позволяет моделиро-
вать неоднородные области произвольной сложности. При этом формы обла-
стей и подобластей могут изменяться варьированием параметров модели. В ре-
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